
  

微 积 分 发 展 史

 微积分的创立与解析几何的
发明一起，标志着文艺复兴后
欧洲近代数学的兴起。



  

         解析几何是代数与几何相结合的产物，
它将变量引进了数学，使运动与变化的定量表述
成为可能，从而为微积分的创立搭起了舞台。

            微积分的思想萌芽，特别是积分学
，部分可以追潮到古代。我们已经知道，面积和
体积的计算自古以来一直是数学家们感兴趣的课
题，在古代希措、中国和印度数学家们的著述中
，不乏用无穷小过程计算特殊形状的面积、体积
和曲线长的例子。前面已经介绍过阿基米德、刘
微和祖冲之父子等人的方法，他们的工作，确实
是人们建立一般积分学的漫长努力的先驱。



  

      与积分学相比而言，微分学的起源则要晚
得多。刺激微分学发展的主要科学问题是求曲
线的切线、求瞬时变化率以及求函数的极大极
小值等问题。

      古希腊学者曾进行过作曲线切线的尝试，
如阿基米德《论螺线》中给出过确定螺线在给
定点处的切线的方法；阿波罗尼奥斯《圆锥曲
线论》中讨论过圆锥曲线的切线，等等。但所
有这些都是基于静态的观点 



  

      古代与中世纪中国学者在天文历法研究中
曾涉及到天体运动的不均匀性及有关的极大、
极小值问题，如郭守敬《按时历》中求“月离
迟疾” ( 月亮运行的最快点和最慢点 ) 、求月
亮白赤道交点与黄赤道交点距离的极值 ( 郭守
敬甚至称之为“极数” ) 等问题，但东方学者
以惯用的数值手段 (“招差术”，即有限差分
计算 ) 来处理，从而回避了连续变化率。

           总之，在 17 世纪以前，真正意义上
的微分学研究的例子可以说是很罕见的。



  

一、微积分的酝酿
         近代微积分的酝酿，主要是在 17 世纪
上半叶这半个世纪。

         为了理解这一酝酿的背景，我们首先
来赂微回顾一下这一时期自然科学的一般形势
和天文、力学等领域发生的重大事件。 首先
是 1608年，荷兰眼镜制造商里帕席发明了望
远镜，不久伽利略将他制成的第一架天文望远
镜对准星空而作出了令世人惊奇不已的天文发
现。望远镜的发明不仅引起了天文学的新高涨
，而且推动了光学的研究。



  

    1619 年，开普勒公布了他的最后一条行星运
动定律。开普勒行星运动三大定律要意是：

    1 。行星运动的轨道是椭圆，太阳位于该椭圆
的一个焦点；

    2。由太阳到行星的矢径在相等的时间内扫过
的面积相等；

    3 。行星绕太阳公转周期的平方，与其椭圆轨
道的半长轴的立方成正比。

 

     开普勒主要是通过观测归纳出这三条定律从
数学上推证开普勒的经验定律，成为当时自然科
学的中心课题之一。



  

            1638年，伽利略的《关于两门新科学的对
话》出版。伽利略建立了自由落体定律、动量
定律等，为动力学奠定了基础；他认识到弹道
的抛物线性质，并断言炮弹的最大射程应在发
射角为 45 度时达到，等等。伽利略本人竭力
倡导自然科学的数学化，他的著作激起了人们
对他所确立的动力学概念与定律作精确的数学
表述的巨大热情。

             凡此一切，标志着自文艺复兴以
来在资本主义生产力刺激下蓬勃发展的自然科
学开始迈入综合与突破的阶段，而这种综合与
突破所面临的数学困难，使微分学的基本问题
空前地成为人们关注的焦点。



  

           当时，人们主要集中的焦点有：非
匀速运动物体的速度与加速度使瞬时变化率问
题的研究成为当务之急；望远镜的光程设计需
要确定透镜曲面上任一点的法线，这又使求任
意曲线的切线问题变得不可回避；确定炮弹的
最大射程及寻求行星轨道的近日点与远日点等
涉及的函数极大值、极小值问题也亟待解决。

           与此同时，行星沿轨道运动的路程
、行星矢径扫过的面积以及物体重心与引力的
计算等又使积分学的基本问题——面积、体积
、曲线长、重心和引力计算的兴趣被重新激发
起来。



  

            在 17 世纪上半叶，几乎所有的科
学大师都致力于寻求解决这些难题的新的数学
工具，特别是描述运动与变化的无限小算法，
并且在相当短的时期内，取得了迅速的进展。

             代表性的工作有：

     1 、开普勒与旋转体体积；

            开普勒方法的要旨，是用无数个同
维无限小元素之和来确定曲边形的面积及旋转
体的体积。例如他认为球的体积是天数个小圆
锥的体积的和，这些圆锥的顶点在球心，底面
则是球面的一部分；他又把圆锥看成是极薄的
圆盘之和，并由此计算出它的体积，然后进一
步证明球的体积是半径乘以球面面积的三分之
一。



  

2 、卡瓦列里不可分量原理

           他在《用新方法促进的连续不可分
量的几何学》中发展了系统的不可分量方法。
认为线是由无限多个点组成；面是由无限多条
平行线段组成；立体则是由无限多个平行平面
组成。他分别把这些元素叫做线、面和体的
“不可分量”。

          卡瓦列里利用这条原理计算出许多立
体图形的体积，他对积分学创立最重要的贡献
还在于在 1639利用平固下的不可分量原理建
立了等价于下列积分式子：
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3 、笛卡儿的“圆法”

           笛卡儿的这种代数方法在推动微积
分的早期发展方面有很大的影响，牛顿就是以
笛卡儿圆法为起跑点而踏上研究微积分的道路
的。

           笛卡儿圆法在确定重根时会导致极
繁复的代数计算， 1658年荷兰数学家胡德提
出了一套构造曲线切线的形式法则，称为“朗
德法则”。朗德法则为确定笛卡儿圆法所需的
重根提供了机械的算法，可以完成求任何代数
曲线的切线斜率时所要进行的计算。



  

4 、费马求极大值和极小值方法

           按费马的方法。设函数 f(x) 在点 a
处取极值，费弓用“ a+e” 代替原来的未知量
a ，并使 f(a+e) 与 f(a)逼近 , 即：

                         f(a+e)～ f(a)

            这里所提到的“ e”就是后来微积
分学当中的“      ”

 

x



  

 5 、巴罗的“微分三角形”

           巴罗是牛顿的老师。是英国剑桥大
学第一任“卢卡斯数学教授”，也是英国皇家
学会的首批会员。当巴罗发现和认识到牛顿的
杰出才能时，便于 1669年辞去了卢卡斯教授
的职位，举荐自己的学生——当时才 27岁的
牛顿来担任。巴罗让贤，已成为科学史上的佳
话。



  

6 、沃利斯的“无穷算术”

           沃利斯另“一项重要的研究是计算
四分之一单位圆的面积，并由此得到    的无
穷乘积表达式。并有以下猜想：





  

二、牛顿的“流数术”
           牛顿于 1661年入剑桥大学三一学院，受
教于巴罗，同时钻研伽利赂、开普勒、笛卡儿和沃
利斯等人的著作。三一学院至今还保存着牛顿的读
书笔记，从这些笔记可以看出，就数学思想的形成
而言，笛卡儿的《几何学》和沃利斯的《无穷算
术》对他影响最深，正是这两部著作引导牛顿走上
了创立微积分之路。

            1665年 8 月，剑桥大学因瘟疫流行而关闭，牛
顿离校返乡，随后在家乡躲避瘟疫的两年，竞成为
牛顿科学生涯中的黄金岁月。制定微积分，发现万
有引力和颜色理论，……，可以说牛顿一生大多数
科学创造的蓝图，都是在这两年描绘的。



  

1 、流数术的初建

牛顿对微积分问题的研究始于 1664年秋，当时
他反复阅读笛卡儿《几何学》，对笛卡儿求切
线的“圆法”发生兴趣并试图寻找更好的方法。
就在此时，牛顿首创了小 o记号表示 x 的无限
小且最终趋于零的增量。

1665年夏至 1667年春，牛顿在家乡躲避瘟疫期
间，继续探讨微积分并取得了突破性进展。据
他自述， 1665年 11 月发明“正流数术” ( 微
分法 ) ，次年 5 月又建立了”反流数术” ( 积
分法 ) 。 1666年 10 月，牛顿将前两年的研究
成果整理成一篇总结性论文，此文现以《流数
简论》著称，《流数简论》是历史上第一篇系
统的微积分文献。



  

2 、流数术的发展
《流数简论》标志着微积分的诞生，但它在许多方
面是不成熟的。牛顿于 1667年春天回到剑桥，
对自己的微积分发现未作宣扬。他在这一年 10
月当选为三一学院成员，次年又获硕士学位，并
不是因为他在微积分方面的工作，而是因为在望
远镜制作方面的员献。但从那时起直到 1693年
大约四分之一世纪的时间里，牛顿始终不渝努力
改进、完善自己的微积分学说，先后写成了三篇
微积分论文，它们分别是：

(1)1669年的《运用无限多项方程的分析》 ；

(2) 1671年的《流数法与无穷级数》；

(3) 1691年的《曲线求积术》。



  

牛顿微积分学说最早的公开表述出现在 1687年
出版的力学名著《自然哲学的数学原理》之中。
因此《原理》也成为数学史上的划时代著作。

《原理》在创导首末比方法的同时保留了无限小
瞬，这种做法常常被认为自相矛盾而引起争议。
实际上，在牛顿的时代，建立微积分严格基础
的时机尚不成熟，在这样的条件下，牛顿在大
胆创造新算法的同时，坚持对微积分基础给出
不同解释，说明了他对微积分基础所存在的困
难的深邃洞察和谨慎态度。



  

《原理》被爱因斯坦盛赞为“无比辉煌的演绎成
就”。全书从三条基本的力学定律出发，运用
微积分工具，严格地推导证明了包括开普勒行
星运动三大定律、万有引力定律等在内的一系
列结论，并且还将微积分应用于流体运动、声
、光、潮汐、彗星乃至宇宙体系，充分显示了
这一新数学工具的威力。

《原理》中的微积分命题虽然都采用了几何形式
来叙述、证明，但正如牛顿本人后来解释的那
样：发现原理中的绝大多救命题是依靠使用了
“新分析法”，然后再“综合地证明”。事实
上， 1664年参加巴罗主考的三一学院津贴生考
试时，因欧氏几何成绩不佳差一点未能通过。



  

三、莱布尼茨的微积分
在微积分的创立上，牛顿与莱布尼茨分享荣誉。

莱布尼茨 (1646——1716) 出生于德国莱比锡一个
教授家庭，早年在莱比锡大学学习法律，同时
开始接触伽利略、开普勒、笛卡儿、帕斯卡以
及巴罗等人的科学思。 1667年获阿尔持多夫
大学法学博士学位，次年开始为缅因茨选帝侯
服务，不久被派往巴黎任大使。莱布尼茨在巴
黎居留了四年 [1672—1676) ，这四年对他整个
科学生涯的意义，可以与牛顿在家乡躲避瘟疫
的两年类比，莱布尼茨许多重大的成就包括创
立微积分都是在这一时期完成或奠定了基础。



  

1 、特征三角形
莱布尼茨在巴黎与荷兰效学家、物理学家惠更斯
的结识、交往，激发了他对数学的兴趣．他通
过卡瓦列里、帕斯卡、巴罗等人的著作，了解
并开始研究求曲线的切线以及求面积、体积等
微积分问题．

与牛顿流数论的运动学背景不同，莱布尼茨创立
微积分首先是出于几何问题的思考，尤其是特
征三角形的研究．特征三角形，也称“微分三
角形”，在巴罗的著作中已经出现．帕斯卡在
特殊情形下也使用过这种三角形．莱布尼茨在
1673年提出了他自己的特征三角形．



  

帕斯卡的“例子”是下述的命题：

 “圆的一个象限的任何孤的正弦之和，等于界
于两端的两个正弦之间的底线段乘以半径．”

这里“正弦”是指纵坐标，而在所说的相中，每
个纵坐标都要乘以相应的圆的无限小弧而不是
乘以底的无限小段。



  

从而得到一下结果：

即有：



  

2 、分析微积分的建立

早在 1666年，莱布尼茨在《组合艺术》一书中
讨论过数列问题并得到许多重要结论。



  

 1684年莱布尼茨发表了他的第一篇微分学论文
《一种求极大与极小值和求切线的新方法》，
刊登在《教师学报》上，这也是数学史上第一
篇正式发表的微积分文献．该文是莱布尼茨对
自己 1673年以来微分学研究的概括，其中定
义了微分并广泛采用了微分记号 dx ， dy 。莱
布尼茨假设横坐标 x 的微分 dx 是任意的量，
纵坐标 y 的微分 dy就定义为它与 dx 之比等于
纵坐标与次切距之比的那个量。

《新方法》中明确陈述了莱布尼茨 1677年已得
到的函数和、差、积、商、乘幂与方根的微分
公式：



  



  

 1686年，莱布尼茨又发表了他的第一篇积分学
沦文《深奥的几何与不可分量及无限的分析》。
这篇论文初步论述了积分或求积问题与微分或
切线问题的互逆关系。

莱布尼茨分析道：‘‘研究不定求积或其不可能
性的方法，对我来说不过是我称之为反切线方
法的更广泛的问题的特殊情形 (并且事实上是
比较容易的情形 ) ，而这种反切线方法包括了
整个超越几何的绝大部分．”
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